INVARIANZ UND ERHALTUNG IM GEKRUMMTEN RAUM

825

Allgemeine Untersuchung tiber die Beziehung von Invarianz
zur Erhaltung im gekriimmten Raum fiir die Theorie klassischer Felder

Von ErnsT ScamuTzER

Aus dem Theoretisch-Physikalischen Institut der Universitidt Jena
(Z. Naturforschg. 16 a, 825—835 [1961] ; eingegangen am 13. Februar 1961)

For a curved space the relation between invariance against continuous transformations and con-
servation is studied for a general classical field theory described by a Lacrancian of second order.
From the infinitesimal invariance of the Lacrancian up to a divergence-like term which may be
admitted for greater generality many relations are derived which represent a generalized version of
the Noeruer theorem. The formulation is given in such a general manner that it can immediately
be applied to all physically significant types of continuous symmetries. Detailed considerations are
made about the relation of conservation laws in curved coordinate systems to those in Minkowsk1
coordinates. For fields of a general geometrical type a direct proof is given concerning the identity
of the BeLinranTE energy complex and the symmetrical energy complex. In connexion with this
problem the transformation properties of the metrical spintensors for infinitesimal coordinate trans-
formations are derived. The developped formulae are applied to a field system consisting of the
electromagnetical field and the nonlinear spinor field of Heisexserc type.

§ 1. Einfiithrung

Das Noeruer-Theorem hat mit der Entwicklung
der Feldtheorie eine zunehmende Bedeutung er-
langt ! 2. Das zeigt sich auch insbesondere daran,
daB sich in letzter Zeit immer mehr Arbeiten diesem
Problemkreis widmeten. Wir wollen aus der umfang-
reichen Liste, ohne auf Vollstandigkeit zu achten,
nur einige wenige Arbeiten zitieren 371!, In unserer
Abhandlung legen wir Wert darauf, in dem vorge-
zeichneten Rahmen moglichst groBe Allgemeingiiltig-
keit zu erlangen, um alle physikalisch wichtigen
Symmetrietypen zu erfassen. Beziiglich der Koordi-
natentransformation schliefen wir uns sehr eng dem
Vorgehen von MizksewrrscH an. Um mit seiner Ar-
beit leichter vergleichen zu konnen, wihlen wir auch
teilweise seine Bezeichnungsweise.

Wir betrachten ein physikalisches Feldsystem, auf-
gebaut aus verschiedenen Feldarten, die durch fol-
genden Satz von unabhingigen Feldfunktionen cha-
rakterisiert werden mégen:

(x4) = (X1> X2+ --s m)— X (zur Abkiirzung). (1)

(GroBe lateinische Indizes dienen zur Durchnume-
rierung der Feldfunktionen; ihr doppeltes Auftreten
bedeutet Anwendung der EinsteiNschen Summen-
konvention.) Jede dieser Feldfunktionen hange im

1 E. Noetrer, Nachr. d. kgl. Ges. d. Wiss., Gottingen 1918,
S..235.

2 E. Besser-Hacen, Math. Ann. 84, 258 [1921].

3 L. RosenreLp, Mém. Acad. Roy. Belg. 18, 2 [1938].

4 F. BeLinranTE, Physica 6, 887 [1939].

5 E. L. Hie, Rev. Mod. Phys. 23, 253 [1951].

allgemeinen von dem Satz der Koordinaten
(z%) = (2%, 2% ....2")—z (zur Abkiirzung) (2)

ab. (Griechische Indizes beziehen sich auf den Ko-
ordinatenraum; ihr doppeltes Auftreten bedeutet An-
wendung der EixsteiNnschen Summenkonvention iiber
den betrachteten Koordinatenraum.) Partielle Ab-
leitungen bezeichnen wir durch ein Komma, Riemann-
sche kovariante Ableitungen durch ein Semikolon.
Die infinitesimale Koordinatentransformation
¥ =104 & (3)

zieht folgende infinitesimale Anderung der Feld-
funktionen infolge ihres geometrischen Charakters
nach sich:

Xa =24+ Ak 24- (4)
Beide Veridnderungen beziehen sich auf einen festen
Raumpunkt, der in verschiedenen Koordinatensyste-
men beschrieben wird. Man nennt deshalb Ak x
»lokale Variation®. Natiirlich lassen sich die trans-
formierten Feldfunktionen im festgehaltenen Raum-
punkt durch Umschreibung der Argumente als im
allgemeinen verschiedene Funktionen der verschie-
denen Koordinatensysteme darstellen:

Aa=24@)—> 240 =F4(x) =F 4(x(2')) =G 4(2).
(5)

Die Anwendung dieser lokalen Variation auf die

omaN, Acta Phys. Hung. 5, 143 [1955].
Marx, Acta Phys. Hung. 1, 209 [1952].
Mizksewrtscy, Ann. Phys., Lpz. 1, 319 [1958].
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Ableitungen der Feldfunktionen liefert
a) 2a’,a'=X4,« +4K Y4,a>
b) 2410, = 24,06 +AK X2 (6)

Aus (3) ergibt sich nun infinitesimal

Qzu 5
Ag/ == a;;, =g‘o‘z_; KX}

ar = g, @=. (D
Durch Differentiation von (4) entsteht daraus
X0 =X4,0— Xd,u & + (A& 24) 2 (8)
also durch Vergleich mit (6)
Ag x40 = (A 1) 2= Xau & - (9)

Wir stellen fest: Die lokale Variation ist mit der
partiellen Differentiation nicht vertauschbar.

Die Kommutativitat mit der partiellen Ableitung
gewihrleistet dagegen die ,,substantielle Variation®,

definiert durch

Oxa=Axg xa— 24,4 5, (10)
bzw. Oxaap... = AR Xaip... — XA 2 pon §
(11)
Wir beweisen allgemein:
(0%4,8,8,..).u = 0% A 0, s (12)

indem wir (11) differenzieren:
(0x4,0.8...) 0 = (AR A4, 2.8,..) 2
= A At Broses it EE = Yy B conit &
und den nach (6) zu bildenden Ausdruck
Ag X4,0,8,... = X4'\a"\ B, ... — Xd,a,B,...
ebenfalls differenzieren und umformen:

(AK xA,a,ﬁ,...)t =AK xA,:,ﬁ’,....t+ZA.:,ﬂ,...,u E”,‘l'
Durch Vergleich erhilt man dann sofort (12). Eine
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anschauliche Bedeutung der substantiellen Variation
ergibt sich aus der folgenden Gleichung:
Oxa=Ax fa—X4.u " =2a —xa- (1a(&)) — 14(2))
=G4(2') — 14(2') =G 4(2) — 14(x).
Man erkennt leicht, daB die lokale Variation der
LeBNizschen Produktregel geniigt:
A (x4 Pp) =14 Pp' — 14 Pp =24 Dy — 14 Py
+ 24 Pp — 24 Pp = (Ax 14) P+ 14(4dx Pp).
(13)
Auf Grund der Definition (10) gilt dann dasselbe
auch fiir die substantielle Variation:

O (x4 Dp) = (0y4) Pp+xa(0Pp).  (14)

Neben den Koordinatentransformationen spielen in
der Physik noch weitere Transformationen, wie Eich-,
Phasentransformationen usw. eine wichtige Rolle.
Die Koordinatentransformationen hatten wir durch
den Index ,K“ gekennzeichnet. Die jetzt zu unter-
suchenden restlichen Transformationen seien durch
den Index ,R“ symbolisiert. Die Feldfunktionen
dndern sich bei solchen Transformationen wie folgt:

Ya=7%4a+Ar 714, bzw.
(e =Faia... B L) .o
Fiir die Gesamtdnderung resultiert dann:
Apa=2ar— 4= 20 — 14
+ x4 —Xa=Ar Xa+ Ak X4,
aa... = Xa)ar... —Xdar.. = (Xa)a....  (16)
— X4 a,... T XA, — XA,a,...
= (dr 24) ,a,... + A& 24,q,... 5

(15)

so dalB} sich folgende Zusammenhinge ergeben:
Axa=08a+ 246"+ Ar 14,
Ax4,a =0%4,a + Xdya,u &+ (AR X4)
Axa, 0,8 =0%4,0,8 + Xaa, 8.0 & + (AR X 4), 0.8+

(17)

§ 2. Verallgemeinerte Fassung des Noether-Theorems

Wir betrachten ein Feldsystem, das durch die bis auf eine Divergenz gegeniiber den oben erwihnten
Transformationen invariante Lacrance-Dichte .1 beschrieben werden méoge:

A(l:‘i’? X:{’,fz’ H X;l’,a’,ﬂ’ ’ 1:'“’) = A(ZA, ZA. a?’ XA,:./}S z’”) = -(-)1:1 .

(18)

Die Anwendung der TavLor-Entwicklung fiihrt nun wegen der Infinitesimalitidt der Transformationen so-

fort zur Beziehung

o4 A 3Ad
A e A s
x4 A 324, a A Sx

Jl,, a,f s <

LA, a,

A et 0na=0.
oz

3
/expl.

(19)

Aus spiter einleuchtenden Griinden schreiben wir diese Gleichung in eine neue Gleichung mit den geo-
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metrischen Dichten

R{=A4Vg (Lacrance-Funktion), D?=0Vg (20)
um (dabei sind g= — | gag | und die Metrik reell gewihlt) :
3¢ 3 1,,,/ 3¢ 3¢
-L. L + LR DL 21
A Mg AZA * Odap Ara.a (axz)e§p1+ (21}
Bei Verwendung von (17) laBt sich dafiir schreiben:
3e
~22V8] (144 a8+ A a) + () 55 O (22)
axA al expl
ag ag
= a 14, [6xA:+an u g”"‘(ARXA a]_ 74—“9 [6XA,:.,‘1’ +x.4:ﬂu :l‘+(ARxA),a,ﬂ]

oder nach einigen Umformungen:

[8“ Q ah;l/g‘ R4+ aig - (Ag x4) o« + a;aji (AR %4) 2.z
(o | Sta Dk [(azu)e;il (o= st sy thnn * g, Wb
N {ai:a 2 (37?42;,9) }6“ " ]8 X408 6“},:3 ’u:(), e
Dabei haben wir zur Abkiirzung die Variationsableitung eingefiihrt
ok (Strs)os =

Es empfiehlt sich jetzt, in (23) die substantiellen Variationen zugunsten der lokalen zu eliminieren:
Unter Heranziehung von (10) sowie Benutzung der Identitat

" L 3L ?L 3
(Q g#) (az“ )e\pl alA XA, u + VA,; XA, a. u + al:«:a, XA, a. I (25)
und der Abkiirzungen
39, 38 ) 3L
Al ¥ e Awp . T 26
. H A,a (aXA N I] OXd,a,8 (26)
resultiert dann
1 a
a“ gﬁ%l/jl RXA+ + IT**P (AR %4) a6 — R &, a+ [AKXA Xa,n 8"

- a;# Ag ga+ [O*+ []4* A a4+ & {53.‘7# = TT**ga— FT2*° Hap.0}

+ [14%° (Ax 2a).o— IT4** 0.0 512 =0. i

Man kann diese Gleichung als eine der Feldtheorie angepafite verallgemeinerte Fassung des NoETHER-
Theorems ansehen.

§ 3. Zerlegung des Feldsystems in metrisches Feld und restliches Feldsystem

Der Satz der Feldfunktionen y4 bestehe aus dem Satz der metrischen Feldfunktionen gu.» und dem Satz
der restlichen Feldfunktionen U4 (groBe lateinische Indizes beziehen sich jetzt auf die letzteren). Bei Ver-
wendung der Abkiirzungen

3L
vap
I s o R (28)

98us,0,8/, 8uy,a, ﬂ

G
H;lva:
U v
[ 38 _(_Wagm) N Z (29)
B

alA,u aUA,u,/? i aUA,u.ﬂ

7 9537_ - /3%
984, a (
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schreibt sich dann (27):

og 8ur
[m— 2 T:|AR g[m"*'

0L

uy

3e ¢
— (drgw).a+ [[*r2# (dr gw) a8+

A' uy — urrs‘:r
S5 [k 8ur — Gur, §7]

L A oL 3L UAaﬂ
_gg/‘ Akg,u'-i-aUArARUA—f— éU; (ARUA),a+H (ARUA),a,B
oL ¢ s
SIF U, [(ArUg—Ug &1 —RE o+ O+ H!‘“ Ax guv + H"”ﬂ (dx guw) .5 (30)

@ U U U
— 12890, & s+ [112Ax Ug+ [[4°F (Ax Uy ,6- [[4°F Uy &
G ¢ U U
+& {ﬂg? — 1% Gur e — T1**f Gur, b« — T[4 U, — [[+# UA,ﬂ,r}l 1:0-

Um bei der Differentiation nach symmetrischen GroBen wie etwa g.» oder U, ,,» eine doppelte Zahlung zu
vermeiden, haben wir dabei festgesetzt, daf} die Differentiation ohne Riicksicht auf die Symmetrie auszu-
fihren ist.

Aus der Transformationsformel fiir Tensoren ergibt sich nun mit Hilfe von (7)

AK Ua=~U,u§”,a’ bzw. AKUaﬁ: “U;lﬂ”.eu,a—Ua‘u...E”,ﬂ_"-a (31)
wenn die U4 speziell Tensoren sind. Die Anwendung auf den metrischen Tensor ergibt

Ak 8ap= — 8upE" a — 8aub"p; AxE=88" Ak Gur = —28& 1

AxInVg=—E.; dxgh=0; Axg =g & u+8E 0. (32)
Fir Feldfunktionen allgemeineren Charakters verallgemeinern wir (31) wie folgt:
Ag Ug= —UpS4P%. 8, (33)

wobei in den S,5%, der geometrische Charakter der Feldgrofen zum Ausdruck kommt. Im Falle eines Ten-
sors 1. Stufe wird SP, =gigt. (34)

Formel (30) nimmt damit eine sehr umfangreiche Gestalt an, die sich einfacher schreiben 1d8t, wenn man
folgende Abkiirzungen verwendet:

U U G G
%ra =ﬂg?_ HAa UA,r - HAaﬂ UA,ﬂ,t - H”vagyr,t - H/‘yaﬂg‘uv,r.ﬂ _%A SABarUB_%'uaguz"%a”guf’

(35)
u U U U G
M= — [[42S84 Up— [[4*°SLP# o Up— [[4*°S£* Up,o— [1*** Usye = [["**9:s (36)
c ¢ G ¢
- H‘“’agrv - Huvao‘g”"a - Hv,uaag‘”,’u - dea”guv,r )
U c c
9?:1” S=i== HAAVSABCI UB_ Havﬂ.yg“,_ Hva).yg“" (37)
0 o2
xd_ xuv —
=5 R T (38)
Spalten wir auflerdem ©? noch in zwei Anteile auf:
=90+ 4p O, (39)
so ergibt sich aus (30) nach lingerer Rechnung:
oL 3L 2
(4RO ,at 15— — ng} Ap gur+ 5 (AR guv) o+ [[#72# (AR guv) a8
65,“; 2 aguv,u
oL oL . [N x4 G Ba
+ aﬁ;AR Ug+ 3, (ArUy).a+ [[428 (AR Uo4) 06+ E[B% o + (I S22 U (40)

+ %’“’gm + %a”gur),a +®,l = %A UA,'U— %‘” guv,t] + 51,/4 {QBIM + ler‘ + mra”,a}
1= 51,y,a {mra” + mrlau,l} + Era,ﬁ,p mraﬂ# = 0 .
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Wegen der Unabhingigkeit der £* und deren Ableitungen sowie der Ag-Variationen folgt daraus

: oL L .. oL
(4r 0% o + {8? 5 & }AR 8ur + e

uy uv,a

%ra,:x = SA UA,'! + 8;414 Buv,t —

G
~ (Ag gu»).a+ [[#2F (AR gu»).a.8

(41)

eF 4 TN it (MU 0
-l-aU/'1 rRU4+ éUA:( RU4) .o+ [[42# (AR U4) 0.6=0,
D,T a (%A SABar UB+ 8y2gyr +31‘u gur),a: (4'2)
2)321(&#)_*_%11&#)’1:0’ %1(015.“):0' (43,44,45)

%1": - 9J’et‘“‘,a _Qg‘r‘~

Die runden Klammern um die Indizes sind dabei
die Bacaschen Klammern, die die Summe iiber die
Permutationen beziiglich der eingeklammerten In-
dizes bedeuten, dividiert durch die Fakultat der In-
dexzahl

M = o (M MF™) usw.  (46)

Gl. (42) 1aBt sich auch durch direktes Nachrechnen
bestitigen 8, wenn die Lacrance-Dichte nicht expli-
zit von den Koordinaten abhingt und © null ist. In
unserem allgemeineren Fall folgt dagegen durch
Differentiation von (35) und Vergleich mit (42)
die Bedingungsgleichung

(38/32") expr. = — DO, <. (47)

Durch Differentiation von (43) und Vergleich mit
den aus (44) und (45) resultierenden Formeln

mvcﬂ",a.ﬂ,u:O, (4‘8)
M4 a,u=0 (49)
ergibt sich dann:
%t#,u == Q,r = (ag/axi) expl. » (50)
bZW. (SA SABa-t UB+S‘uagyr +%“‘“g,u),a (51)

=M UA,t +i\sl“’guv,1'

Bei MizksewirscH findet man, dafl man die Formeln
(48) und (49) in eine zu (50) analoge Form brin-
gen kann, wenn man die folgenden Ausdriicke ein-

fiihrt:

RP* =B =+ MP*, (52)
R =B Pzt 4 MP* 24 + MM, 2o (53)
LNt R B

Es folgt dann ndmlich:
RPp=—(Dgr+9D,.27, (54)
und R 5= — (D, 7222 +Ogla*+Dg! x“()s.s)

12 T. S. Cuang, Proc. Camb. Phil. Soc. 44, 76 [1948].

Die Gln (50), (54) und (55) haben nun auflerlich
bereits die Form von differentiellen Erhaltungssitzen.
Wire man von Lacrance-Funktionen noch hoherer
Ordnung ausgegangen, so hitten sich noch mehr
derartige Erhaltungssitze fir Momente noch héhe-
rer Ordnung ergeben?. Mit solchen Fragen befafit
sich auch eine Arbeit von Cuanc!2. Wahrend die
Formeln (50), (54) und (55) fiir © = 0 sog. ,,starke*
Erhaltungssétze zum Ausdruck bringen, da das Ver-
schwinden der divergenzartigen Ausdriicke alleinige
Folge der Symmetrie der Lacrance-Funktion ist, hat
(51) die Struktur eines ,schwachen“ Erhaltungs-
satzes, da das Verschwinden des divergenzartigen
Ausdrucks erst eine Folge der Erfiilllung der La-
GraNGEe-Gleichungen (34 =0, J* = 0) ist. Wir gehen
darauf spater noch einmal ein. SchlieBlich erwahnen
wir noch, daB die GroBen IN.#* ,Superpotentiale”
heiBen, da sich bei invarianten Lacrance-Dichten
nach (43) durch Differentiation die GroBen .
gewinnen lassen, die mit dem Energie-Impuls-Kom-
plex eng verbunden sind.

§ 4. Anwendung auf die Newtonsche Punkt-
mechanik

In der Newronschen Punktmechanik entsprechen
unsere Feldfunktionen den Lagekoordinaten und

unsere Koordinatenparameter der Zeit:
r“—1.

Us—14, (56)

Mit diesen Korrespondenzen laf3t sich die Newron-
sche Mechanik nach dem eben entwickelten feldtheo-
retischen Schema behandeln: Die Lacrance-Funk-
tion fiir ein System mit nur inneren Kraften,

2= 5 Ymath —V(ta-ts), (57

besitzt bekanntlich gewisse Symmetrieeigenschaften
beziiglich der Transformation
Ty=I4+Dt+dxT4+a, (58)

(v, D, a, £ infinitesimale Konstanten). Die Ausfiih-

U=t+&
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rung dieser Transformation liefert

Q(ry, driy/de’) = Q(r 4. drg/dt) + Dmatyv.

(59)
Durch Vergleich mit (18) finden wir
D3—>— ZmAl’AD.
A]{Q’*—Z”LAI'AD. OD—0. (60)

Wir erkennen daran, daB} sich im Falle der Trans-
formation fiir die gleichformige Bewegung (Schwer-
punktsatz) die Einfithrung des Divergenzgliedes als
notwendig erweist 2. Die allgemeine Beziehung (40)
nimmt jetzt wegen der vorausgesetzten Giiltigkeit
der Lacrance-Gleichungen (J4=0) die Gestalt an:

oL — 0% . .
a—-ART/H— N T (Arty) + (4r D) (61)
Ty ~ 3y )
1L£EB=0.
Dabei ist
§B=2—Z§? i'A=2— ZmA.r/F (62)
A
=—(T+V)=-E.

Setzt man nun in (61) die aus (58) folgenden Re-
lationen
Agr4=0t+dx14+0a, (Adgryg) =D+Dx1y
(63)
ein, so ergibt sich wegen der Unabhingigkeit der
Transformationsparameter:
E=0

(Energiesatz aus der Zeittranslation),

(64)
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(Y matq) =0 (65)
(Impulssatz aus der Lagetranslation),
(Qlmataxtg) =0 (66)
(Drehimpulssatz aus der riumlichen Drehung),
(Dlmatat—>Y myry) =0 (67)

(Schwerpunktsatz aus der gleichformigen Bewegung).
Wir haben hier dieses bekannte Ergebnis deshalb

kurz angefiihrt, um zu zeigen, wie das obige allge-
meine Schema in diesem einfachen Fall funktioniert.
Analog 1aBt sich auch die relativistische Mechanik

eines Massenpunktes behandeln.

§ 5. Energie-Komplex und Drehimpuls-Komplex
des nichtmetrischen Feldanteils in krummlinigen
Koordinaten

Das schwierige Problem des Energie-Komplexes
und Drehimpuls-Komplexes des metrischen Feldes
soll im Rahmen unserer allgemeinen Darlegungen
in einer folgenden Arbeit behandelt werden. Indes-
sen ist es interessant zu studieren, wie sich diese
Problemstellung fiir den nichtmetrischen Feldanteil
mit der Lacrance-Dichte

A=“A(UA5 UA,:vUA,a,ﬂ’gyv:gyv,a) (68)
(griechische Indizes laufen jetzt von 1 —4) im Falle

eines abgeschlossenen Systems in krummlinigen Ko-
ordinaten untersuchen lafit *.

Daf} in (68) die ersten Ableitungen des metrischen Tensors auftreten konnen, erklart sich daraus, daf3
zur kovarianten Formulierung des Spinorfeldes die CHrisToFFEL-Symbole erforderlich sind. Setzen wir als

Feldgleichung die Lacrance-Gleichung

ouQ  QuR 3L ) Que
uCed _ U= M . il
- 8U, 23Uy (aUA,a ,1+ (\aUA,a,B),a.ﬂO (69)
voraus, so entsteht aus (35), (36) und (37):
Qu Ju Ju JuQ
“\2“:"% “—‘—-—(f**'*'*’) }U t U Tt A Juv,t 70
'lr g't laUA.a aUA,a,ﬁ 8 A, aUA,u,ﬂ A. B, agur,a g ! ( )
QuY + Qu Qug QuQ \)
B g”’ (kagiua ag(zu) = (rérguu,a Eﬂ,d ,a’
Jug Qu Ju
u op J e N Bu _ ) Bu 1
men =~ {oi (aUA,a,B),ﬁ} S04 U= g S0 U (71)
Qug JquQ [ Qug Qug
Bu J == = — — 4 — TV .
aUA,a,u SA o DB'G aU.‘La.u UA” (agru,a aguv,a)g /
usy» Aay __ auﬂ Ba
N7 = — aﬁle,y S48, Up. (72)

* Aus satztechnischen Griinden wurde in dieser Arbeit der Buchstabe U an den Stellen, an denen er als vorgesetzter hoch-

gestellter Index auftritt, durch den Buchstaben u ersetzt.
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Als Dichte des ,,kanonischen Energie-Komplexes* wird
und als Dichte des ,,symmetrischen Energie-Komplexes“ wird

definiert. Dann ergibt sich aus (70) der Zusammen-
hang

sym can

sTE =T 2B~ (75)
Der kanonische Anteil wird also durch “B.* sym-
metrisiert (BELINFANTEsches Symmetrisierungsver-
fahren). Wegen (43) und (49) gilt dann

sym can

uIra,a = uIra,a B (76)
Die Formel (51) geht jetzt tiber in
sym sym
“I‘la,a =i % g‘u v, T wI”’ (77)
sym 1 sym
oder in anderer Schreibweise mit “T;* = Ve ug o
sym ¢
uTta;a =0. (78)

Die Formel (77) ist sehr lehrreich, da sie zeigt, dal
bereits im flachen Raum bei Verwendung krumm-
liniger Koordinaten die Energiedefinition problema-
tisch wird.

Ahnlich sieht es mit dem Drehimpuls-Komplex in
beliebigen Koordinaten aus. Wir studieren diese
Problematik, indem wir von (54) ausgehen. Es ent-
steht

"R P, =0, (79)
sym can
wobei  “Rf* = ("zzﬁ = “Izﬂ) o+ “MPx (80)

ist. Fir eine Lacrance-Funktion 1. Ordnung mit
vektoriellem Feld folgt:

Sy Jug JuQ
up Ba __ [uF B __ - i oA UQ 48|
mr N ( it aUa,b’ UU,T agm‘,ﬁ Wi * Bgr) *
Jug Jug Jug
— i U —gor|5— + 5 —). 81
aUu,B & (agva,ﬂ L agav,ﬂ ( )
Speziell fir das elektromagnetische Feld mit

uQ — _ l{g Hu H, wobei Hu=Ayu—Au, (Au
Viererpotential) ist, resultiert

uERtﬂlet,uHﬂala_HdﬁAr’ (82)

ein merkwiirdiger Ausdruck, dessen Divergenz im
Sinne von (79) verschwindet, wie man auch durch

direktes Nachrechnen zeigen kann. Aus physikali-
schen Griinden ist es zweckmaBig, Formel (79) in
der Form

u?}ttﬂa’ﬂ=umaﬂa gat’ﬂ

zu schreiben, aus der durch Antisymmetrisierung
in 7 und a bei Verwendung der aus (77) folgenden

(83)

Beziehung

sym sym sym

wza:z,z = %uz”"gurngt“ _+_uztzgtﬂ.1 (84‘)
entsteht
(uc%]aﬁxt _ uc%ntﬂxu + ugﬁrﬂaz o ugﬁaﬂr) 8

can sym

= uzaﬂ (z!‘ gaa,ﬁ — x> gar'ﬁ) _ _‘12_ uguy (g,“'.axa gor
Aguv‘oxrgaa) +ug)?”ﬂagar‘ﬁ_u§”aaﬂtgua’ﬁ (85)
eine Formel, die an den Drehimpulssatz erinnert.

Auflerdem kann man (85) noch die folgende Gestalt
geben:

sym sym sym
(e — 70 7) , = a2 1) — o 211D (86)

Beziehen wir unsere weiteren Betrachtungen dieses
Abschnitts auf den Minkowsk1-Raum mit MiNkowskI-
Koordinaten (z, y, z, ict), dann schreiben sich die

entscheidenden Beziehungen (76), (77), (79), (85)

und (86):
can sym
uIﬂx,a =Oy uxta,'x =0’ umrﬂa,ﬁ =0, (87—89)
can can
(uIa Ly — wzr Ly + “9:)?1 a umza 1) =0 ’ (90)
B B B Bz/.p

e
aﬂxr— rﬁxa ,;3:0- (91)
Fragt man nach der Lokalisierung von Energie, Im-
puls, Drehimpuls usw., so steht man vor der Aus-
wahl aus diesen Relationen. Diese Auswahl wird ein-
deutig, wenn man fir das elektromagnetische Feld
die Eichinvarianz als Auswahlprinzip postuliert, also
(88) und (91) als die physikalischen Erhaltungs-
sitze — verallgemeinernd auch fiir andere Felder —
ansieht.

Hitten wir gleich vom Anfang an in MiNkowskI-
Koordinaten gerechnet, so hatten sich wegen gu» = O
die Rechnungen bedeutend vereinfacht:
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Ist die Lacrance-Funktion translations- und
LoreNTz-invariant, d. h. invariant gegen die infini-
tesimale Transformation

§o=aa +ﬂazz1 (ﬂcn: —ﬂto), (92)
so entsteht aus (40) wegen (74)
sym sSym
22 (u%aa - uzaa),a + /301 [xt (u$aa - “Ioa),a (93)

I “’%Ot §n umaar,a = 0

und daraus mit Hilfe von (75) wegen der Unab-
héangigkeit der Transformationsparameter:

can sym
uIaa,a = (\uzaa = u:Baa),a =0 (94‘)
can can
und Lo wzra,a — Xy uzacz,a =+ "930, - uﬂ}ta (95)

u
I umoan,a - mraa,z :0 ]

wofiir man auch schreiben kann:
[ can can

Z, uIaa — Xy uzta =+ uﬂRraa - umdat 06 = 0 (96)

[vgl. (90)]. In dieser Behandlungsweise bleibt einem
die oben durchgefiihrte Prozedur der Antisymmetri-
sierung erspart. Die weiteren wichtigen Beziehungen

sym

umaa, a= 0 bzw. uzaa, a= 0 (97)

und damit auch (91) ergeben sich ebenfalls aus
(40), wenn man diese Formel so benutzt, dafl man
die vorgegebene Lacrance-Funktion als nur von den
nichtmetrischen Feldfunktionen abhingig ansieht.

Durch Indexvertauschung entsteht aus (101)
ugpxon _ ugpuoa _ Haau _ Hou= ,

E. SCHMUTZER

§ 6. Zur Identitédt des symmetrischen Energie-
Komplexes mit dem Belinfanteschen Energie-
Komplex

Die Identitit des gravitierend wirkenden sym-
metrischen und des BELiNFaNTEschen Energie-Tensors
kann nach Marx 7 sehr elegant fiir Felder beliebigen
geometrischen Charakters nachgewiesen werden. Lei-
der ist nicht, wie angegeben, diese Methode fiir be-
liebige Lacrance-Funktionen anwendbar, sondern
wie es scheint nur fiir Lacrance-Funktionen 1. Ord-
nung, denn die dort verwendete Beziehung

)/ S L)) (98)
gilt nur in diesem Fall, wie man aus (37) und (44)

sofort erkennt. Wir skizzieren diese Methode kurz:
Aus (36) resultiert wegen (29)

Jug Jug Jug
ui)jetay: . N B‘“,U _ tv(’ . ‘)
a A,a . B & aguv,a + agvu.a
(99)
Mit der neuen Abkiirzung
Hiveo % g pray (100)
T U, TR

ergibt sich durch Antisymmetrisierung daraus

ugpoek . ugppes _Heok _ Hewo (101)

Dadurch wurden die Ableitungen nach den ersten
Ableitungen des metrischen Tensors beseitigt, fiir
deren Bildung man den geometrischen Charakter
der Feldfunktionen kennen muf.

ugpapc _ ugpoux _ JJuxc _ Juoa (102)

Addiert man die drei Gln. (101) und (102) und beachtet (98), so ergibt sich sofort das BEeLINFaNTEsche
Ergebnis
sym can

“Ira = uztu s 7}(‘}{“1“ +Hrau +}V‘a‘t - Ha#r _}{r/‘a - }{'ura),y . (103)

RosexreLp hat bekanntlich diese Beziehung explizit fiir Tensor- und Spinorfelder abgeleitet. Wir entwickeln
jetzt ein summarisches Verfahren, welches schnell zum Ziele fiihrt und bei welchem die eben erwéhnten
Falle als Spezialfille erscheinen: Der Einfachheit halber beschrianken wir uns auch auf Lacrance-Funktio-
nen 1. Ordnung:

L="LUs Ut Gur» Guna) =" LUt Ut Go) - (104)
Die kovarianten Ableitungen der Feldgrofen seien
UA;a::UA,a_[ABa] UBa (105)

wobei die Ubertragungskoeffizienten [4%.] folgendermaBen mit den CurisTorreL-Symbolen {*a} zusam-
menhédngen mogen:

(&) = {/} 2 48% + Glieder ohne g, (106)
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Mit Hilfe von
a [ Ba] a o [ a
5gj—M=ZAB%ag{9} FELl g+ X g — ZaP P g) (107)
resultiert
ue  yp(ne Biu 08 ¥ Bai
e~ 2 | a0, 20" (108
also ist nach (36)
QuQ 8 Q JuQ
u A . Ba B,ua Bap Bi
gRr aUA SA UB 2 1# {EU ZC c,l ZC < aUc,aZC L (109)
3 & pia_ O § paa_ O pu
au,,, 2o - aUWZC B aUMZC :
Die Antimetrisierungsbedingung (98) schreibt sich dann
QuQ
ﬁ;—[ =X %] +ar [SABlr_ T =0 (110)
woraus durch Koeffizientenvergleich folgt
848% =342, (111)
Mit Hilfe von (100) resultiert dann
ugR Aa é[}l}.a }{alt +H12a _Hlat _Htal _Hari.], (112)
also auch das Ergebnis (103).
Im Spezialfall von Spinoren ist (vgl. eine kiirzlich erschienene Arbeit 13)
[P =1{8} 0u540°22 —1 0*BP 0,45+ 5 ya® UL +iT)). (113)
Durch Vergleich von (106) mit (113) entsteht we- formationsformel fiir Spintensoren
111 D gt A" AD i
e, LL5) _ o ¢ P AE NS A o EF (119)
SPu=10154027, (114)
) ein, so ergibt sich
eine fiir beliebige infinitesimale Koordinatentrans- J— LB S
formationen von Spinoren wichtige Formel, aus der @ =g + o &
man sofort abliest +i, (%H’FUBHD GHCF - e aﬁCFO,uHD) .
S =-S5 . 115
s hie i) Die frither ! abgeleitete Formel
Aus der Transformationsformel fiir Spinoren in be-  s#Dp - gHOF — gBu O_QCD — g GBED (120)

liebigen Koordinaten 13

U,{-’—AE/ UB (116)

B ien l1aBt daraus entstehen
resultiert dann sofort wegen (33) fiir infinitesimale

_ gg O.uCD L 7 sﬂg“u O.xCD

Transformationen o¥ ¢’ D — guCD + 3 0*¢D & (121)
Al =y -t oaea P8, (117) +3 0P — h O,
und AY =vyg? + L o,0n gﬂ'CDS“,ﬂ, (118) Im Spezialfall der inhomogenen Lorentz-Drehung
folgt daraus wegen &2, =fay= — fya:
Setzt man dieses Ergebnis sowie (7) in die Trans- . .
o' €D — guCD (122)

13 E. Scamurzer, Z. Naturforschg. 15 a, 355 [1960]. wie zu erwarten war.
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§ 7. Anwendung auf das Feldsystem, bestehend aus elektromagnetischem Feld und
nichtlinearem Spinorfeld

Da wir uns die Freiheit krummliniger Koordinaten lassen wollen, arbeiten wir im allgemeinen Spinor-

kalkiil 13. Das nichtlineare Spinorfeld, beschrieben durch die beiden Spinoren vy, und 77, sei vom HEises-
BerGschen Typ !4, so daB wir fiir die Lacrance-Funktion des Feldsystems schreiben konnen:

8= l/gihC [y GﬂAB’/’B;u — Y4 UMB'/’B;# + 74 U#ABZE;,; — 4 ipx%., (123)
+iN(wA,1p‘4,x“i,x“)]—%Hﬂvym_

Man beachte, dal} die allgemein-kovariante Formulierung der Lacrance-Dichte automatisch die Mitberiick-
sichtigung der Wechselwirkung des Spinorfeldes mit dem elektromagnetischen Feld in eichinvarianter Form
impliziert. Bei Verwendung der Ausdriicke fiir die kovarianten Spinorableitungen

Yo=Y~ 5o Auve—vo (B} +ivsl,  2Pu=2ut 5o A+ 2P B} - 42T, (124)

ergeben sich folgende Beziehungen :

08 i ~ . . . dN
= l/gi C[O.uABwB; “‘"W O.;CAA +1PCU”CB{ }—ltp 0;0411 i “],
08 Vehe, uci 9% Vehc cpn
X ™ I (125)
08 % : e - (B . 0N
i J% [— o"inxu— ;_L'g 00%csd,+ 2" {l}—41C0"cal  + 15;4-]
82 i g L .
24, —2eyg(c" 4Py ipp+ otipy? XB)zycvg’ aq = V9H",
“yv
so daB} nach (69) die folgenden Feldgleichungen resultieren:
U”ABWB;F‘i‘L"a—N— =0, O'ufiBJCB;u_i ox =0, H",, = jtfc. (126)

2 Oy4 2 9u4
Mit ihrer Hilfe kann man der Lacrance-Funktion (123) fiir die tatsdchliche Bewegung eine interessante

Gestalt geben:

. he[dN 0N N aN . 7 .
et 1/52,,5[6%1 Vit gy, wA+ x +,a,/71 —2N —]49HMH’ . (127)

Energie- Tensor

Der symmetrische Energie-Tensor errechnet sich nach (103). Der Einfachheit halber beziehen wir die
folgenden Berechnungen auf Minkowski-Koordinaten. Der Ausdruck (100) nimmt dann wegen (34) und
(114) die Gestalt an:

Ata _
j_lra_%

N o 2¢ - ag , ;
Toa; T 040 CB‘PBWL;IT*U cdO CB‘PB“‘WG“CA e x” (128)
; 08 ¢

g
A
+aXA,7 aipx” + 34 p

Setzt man nun die Ergebnisse (125) ein, so findet man nach (112) bei Benutzung von (120) :

H}.ta =+ % Eroin [GXDB WD wB — O0xDB xl) XB] =+ Hri Au = = }Irlz . (129)
Damit entsteht dann nach (112)
E):Ru'.a =j—lair' (130)
Aus (103) resultiert damit bei Benutzung von (73)
sm 9@ g e 28 2

R TV CE R Py gk 2 Sl po a2 374 4 xl"J‘_amAg”_gé’“ﬁLH“”’”' (131)

14 H.-P. Dirrg, W. Heisexsere, H. MitrER, S. Scurieper u. K. Yamazaki, Z. Naturforschg. 14 a, 441 [1959].
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Mit Hilfe von (125) und (129) folgt daraus

sym

hc

he i i i Y
Tea =5 W6 0" Yase — v0 04 viso + 1% Ouci 2 — 1% 0uca 1t
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(132)

DB,,. . oD B t
iiieatpx[o-n WDwB_GzDB'{ X ],H+H19Hga_éragac .

2

Durch Symmetrisierung ergibt sich daraus das gesuchte Resultat:

sym

- xd{o'ac"_,l XA;, + 0.64 XA;a}J + H:gng _ 6111 Qact

h . . . . . .
Lo = 57 e {054 pase + 0.5 e} — o {084 is e + 0.5 pisa} + 2 {0uci aie + 000 270

(133)

AuBerdem resultiert durch Vergleich von (132) und (133) die Beziehung

=+ 0 Eqrun [O'be%UD. Yp— 0xDB ZD XB]./: = Y¢ {UréA YAa:a

— 0%y, ) (134)

— Yc {arCA Yi;u0 — aaCA w.‘i;t} i xc {Gth:l xA;a — O0yxC 4 ZA;r} - ZC {GrCA l‘{:a — 0yC4 ZA;r} .

Im Spinorformalismus ist es moglich, die Spinor-
feldgleichungen nach den Ableitungen der Feldfunk-
tionen teilweise aufzulsen. Man erhilt so z. B.
) i i ON
Ya,0a= = '2—€”ael o?PB Gty wp. .+ 2 dyp TxD4
(134 a)
) ; g i 0N ;
yha==+ + Exor 0004 oPyp 4B — T 9y o D4,
Nach einer langeren Rechnung folgt aus (134)
; 5 oN ON
(GTCA OuD4 — Gac A Urf)A) a;,D Yo — ﬁxl)]

+ (Gch Oyp4d — UGCA O'rDA) (134' b)

aN aN o1
[on¥e 3o 7| =0-
Eichinvarianz

Wir begniigen uns mit der Untersuchung der Eich-
Phasen-Invarianz im Rahmen der vorliegenden Theo-
rie. Wie sich im Spinorformalismus die TouscHEk-
Transformation behandeln 1at, soll in einer spa-
teren Arbeit ausfiihrlich dargestellt werden. Um
die gewiinschten Konsequenzen aus der Eich-Trans-
formation zu ziehen, brauchen wir nur in (41) ein-

zusetzen: Bei Beachtung der folgenden Zusammen-

hénge
Ya=yae'?, Apya=iPyy,
f A=A emi® Apyi=—i D oA,
A=A+ "o, Ma="0D,,

(135)

wobei @ reell ist, resultiert aus (41) bei Verwen-
dung von (125) die Beziehung
He g, 4o @] — (| D, (136)

-

+HHD L, P=0,

aus der man sofort den Erhaltungssatz der elektri-
schen Ladung in Form der Kontinuitatsgleichung

jia=0 (137)

abliest. Daraus ergibt sich weiterhin bei Verwendung
der Feldgleichungen (126):

ON AN LN i aN g
d S oyi 4 At T auBt
ve 4 9 * (138)
eine Bedingung, die die GréBe N zu erfiillen hat.
Im Falle der Dirac-Theorie ist

2mgc

= - S wirt tyarh).  (139)

Gl. (134b) und (138) sind tatsachlich befriedigt.
Wegen der Identitat
Prursy=2ilpivpo, 4% — x4 1 0,4 5]
resultiert fiir die HersexBercsche Theorie
N=F8 Grrw? (140)
= +2B(pivs ot — 1t gP ouan)?

Auch in diesem Fall sind die Gln. (134 b) und (138)
erfiillt.



