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For a curved space the relation between invariance against continuous transformations and con-
servation is studied for a general classical field theory described by a LAGRANGIAN of second order. 
From the infinitesimal invariance of the LAGRANGIAN up to a divergence-like term which may be 
admitted for greater generality many relations are derived which represent a generalized version of 
the NOETHER theorem. The formulation is given in such a general manner that it can immediately 
be applied to all physically significant types of continuous symmetries. Detailed considerations are 
made about the relation of conservation laws in curved coordinate systems to those in MINKOWSKI 
coordinates. For fields of a general geometrical type a direct proof is given concerning the identity 
of the BELINFANTE energy complex and the symmetrical energy complex. In connexion with this 
problem the transformation properties of the metrical spintensors for infinitesimal coordinate trans-
formations are derived. The developped formulae are applied to a field system consisting of the 
electromagnetical field and the nonlinear spinor field of HEISENBERG type. 

§ 1. Einführung; 

Das NoETHER-Theorem hat mit der Entwicklung 
der Feldtheorie eine zunehmende Bedeutung er-
langt 2. Das zeigt sich audi insbesondere daran, 
daß sich in letzter Zeit immer mehr Arbeiten diesem 
Problemkreis widmeten. Wir wollen aus der umfang-
reichen Liste, ohne auf Vollständigkeit zu achten, 
nur einige wenige Arbeiten zit ieren 3 - 1 1 . In unserer 
Abhandlung legen wir Wert darauf, in dem vorge-
zeichneten Rahmen möglichst große Allgemeingültig-
keit zu erlangen, um alle physikalisch wichtigen 
Symmetrietypen zu erfassen. Bezüglich der Koordi-
natentransformation schließen wir uns sehr eng dem 
Vorgehen von M I Z K J E W I T S C H an. Um mit seiner Ar-
beit leichter vergleichen zu können, wählen wir audi 
teilweise seine Bezeichnungsweise. 

Wir betrachten ein physikalisches Feldsystem, auf-
gebaut aus verschiedenen Feldarten, die durch fol-
genden Satz von unabhängigen Feldfunktionen cha-
rakterisiert werden mögen: 

(XA) = ( X I •>XT •>••••> XM)~^~ X (zur Abkürzung). (1) 

(Große lateinische Indizes dienen zur Durchnume-
rierung der Feldfunktionen; ihr doppeltes Auftreten 
bedeutet Anwendung der EiNSTEiNschen Summen-
konvention.) Jede dieser Feldfunktionen hänge im 
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allgemeinen von dem Satz der Koordinaten 
(xa) = (x1, x2,..., xn)-+ x (zur Abkürzung) (2) 

ab. (Griechische Indizes beziehen sich auf den Ko-
ordinatenraum; ihr doppeltes Auftreten bedeutet An-
wendung der EiNSTEiNschen Summenkonvention über 
den betrachteten Koordinatenraum.) Partielle Ab-
leitungen bezeichnen wir durch ein Komma. R I E M A N N -

sdie kovariante Ableitungen durch ein Semikolon. 
Die infinitesimale Koordinatentransformation 

= + (3) 

zieht folgende infinitesimale Änderung der Feld-
funktionen infolge ihres geometrischen Charakters 
nach sich: 

XA' = XA + ^ K X A - (4) 
Beide Veränderungen beziehen sich auf einen festen 
Raumpunkt, der in verschiedenen Koordinatensyste-
men beschrieben wird. Man nennt deshalb X 
„lokale Variation". Natürlich lassen sich die trans-
formierten Feldfunktionen im festgehaltenen Raum-
punkt durch Umschreibung der Argumente als im 
allgemeinen verschiedene Funktionen der verschie-
denen Koordinatensysteme darstellen: 

XA = X A ( * ) - > XA' = F A ( * ) = F A { X { X ) ) = G a { X ) . 

(5) 
Die Anwendung dieser lokalen Variation auf die 
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Ableitungen der Feldfunktionen liefert 

a ) XA'.A' = XA,«+^KXA.A* 

b) XA'.OL'.ß' =XA,*,ß+dKXA,*,ß- (6) 

Aus (3) ergibt sich nun infinitesimal 
_ dxM_ u __ & 

= - = + = (7) 

Durch Differentiation von (4) entsteht daraus 

XAW^XA.a-XA.p?', a + ( 4 Z / f ) , a , (8) 

also durch Vergleich mit (6) 

= (9) 

Wir stellen fest: Die lokale Variation ist mit der 
partiellen Differentiation nicht vertauschbar. 

Die Kommutativität mit der partiellen Ableitung 
gewährleistet dagegen die „substantielle Variation", 
definiert durch 

ÖXA = 4kxa-XA,,u^, (10) 

bzw. öXA,«,/?,...= ^k XA,/?,...- XA,«,ß « s" • 
(11) 

Wir beweisen allgemein: 

{ÖXA,a,ß,...),n = DXA,A,ß,...,FT , (12) 

indem wir (11) differenzieren: 

(ÖXA,a,ß,...),r = (^k J U « , t 

~XA,a,ß,..., ,u, z — /? « 

und den nach (6) zu bildenden Ausdruck 

^kXA,a,ß,... = Xa,«\/?',... - a , . . . 

ebenfalls differenzieren und umformen: 

(AK XA, A, /?,...) r = a,/?,..., • 

Durch Vergleich erhält man dann sofort (12 ) . Eine 

anschauliche Bedeutung der substantiellen Variation 
ergibt sich aus der folgenden Gleichung: 

ÖXA = ^ k X A - X A , U f " = - X A - (XA ( X ) - XA ( X ) ) 

= ( X ) - XA ( X ) = C^ ( X ) - XA ( X ) . 

Man erkennt leicht, daß die lokale Variation der 
LEiBNizschen Produktregel genügt: 

^k (XA &B) = XÄ -XA&B= XÄ &B' - XA &B' 

+ XA ®B' - XA &B = (^k XA) ®B + XA (^K &B) -

(13) 
Auf Grund der Definition (10) gilt dann dasselbe 
auch für die substantielle Variation: 

Ä(XA $B) = (SXA) &B + XA(Ö<PB). (14) 
Neben den Koordinatentransformationen spielen in 
der Physik noch weitere Transformationen, wie Eich-, 
Phasentransformationen usw. eine wichtige Rolle. 
Die Koordinatentransformationen hatten wir durch 
den Index „ K " gekennzeichnet. Die jetzt zu unter-
suchenden restlichen Transformationen seien durch 
den Index „ R " symbolisiert. Die Feldfunktionen 
ändern sich bei solchen Transformationen wie folgt: 

ZA*=XA + 4RXA, b z w . 

( X A ) , * , . . . = X A , * . . . + ( 4 R X A ) ( 1 5 ) 

Für die Gesamtänderung resultiert dann: 

4 X A = ZA'-ZA=*XA' - X A ' 

+ XA' - XA = 4 ^ + ^K XA , 

DXA,af... = ( X A ' ) , * ' , . . . - X A , * , . . . = (XÄ'),«',... (16) 

XA',ct',... 4~XA',a',... XA,*,... 

= (^RXA),a,...+AKXA,a.... , 

so daß sich folgende Zusammenhänge ergeben: 

4XA = &XA + XA,h f" + ^RXA, 

dXA,a=ÖXA,z +XA,a,„^+ (^R XA),* (17) 

§ 2. Verallgemeinerte Fassung des Noether-Theorems 

Wir betrachten ein Feldsystem, das durch die bis auf eine Divergenz gegenüber den oben erwähnten 
Transformationen invariante LAGRANGE-Dichte A beschrieben werden möge: 

MXA'>XA'.*'>XA',*\ß',3R') = ^ ( X A , X A , * , X A , * , ß , X " ) ( 1 8 ) 

Die Anwendung der TAYLOR-Entwicklung führt nun wegen der Infinitesimalität der Transformationen so-
fort zur Beziehung 

3 A , 3.1 , 3.1 , fiAta Oa A HO) 
3y.A ' 3XA.a " ' Sy.A,a,ß ' V^Wexpl. 

Aus später einleuchtenden Gründen schreiben wir diese Gleichung in eine neue Gleichung mit den geo 



metrischen Dichten 
£ = A ] / g ( L A G R A N G E - F u n k t i o n ) , £ > = Q21/g 

um (dabei sind g = — | gaß \ und die Metrik reell gewählt) : 
32 , « a i n i / i . 32 32 /32\ 

(20) 

3*, 
^ A X a „ + 3 y 3 i + + (21) 

°XA dXA,a 3 X.A,a,ß P \3*s/expl. 
Bei Verwendung von (17) läßt sich dafür schreiben 

32 _ ^ dlnVg 
3XA DXA 

(&ZA + XA,„ + ^R XA) + + 

32 

(22) 

32 
a [&ZA.a +XA,a,u£M+ (^R^U - X [&%A,*,ß + X.A, 2, ß, + (^R Xa) ,a,ß] 
°XA.a °XA,a,ß 

oder nach einigen Umformungen: 
32 3 In \/g 

3XA 3XA 

62 

^ 32 . . 32 , A 
d/.A,a °/.A,a,ß 

£ 3 In Vs 
8XA 3 X A 

32 32 3ln]/g 

+ 
\ 3 ^ > a 2 ( 3 X A , a , ß ) F I ^ X A ' \^XA,a,ß ^ U , « 

32 
- £ " 0 | XA,u + XA,a,r + XA,a,ßtfl 

3 XA.a' 
32 

3 XA.a. 

Dabei haben wir zur Abkürzung die Variationsableitung eingeführt 
62 32 

H 
32 + / 32 

?>XA 3 XA \^XA,J,<X \ 3 XA,A,ß),A,ß 

Es empfiehlt sich jetzt, in (23) die substantiellen Variationen zugunsten der lokalen zu eliminieren: 
Unter Heranziehung von (10) sowie Benutzung der Identität 

32 \ , 32 32 32 ,o / 32 \ , 32 32 
~f~ 5T- XA, a. u XA, 2. ß,» 

3 XA.a dXA,a,ß 
und der Abkürzungen 

0 IIAa= 
32 

a - ( g — , b) U ' M - » 
3 XA.a \3 XA.a,ß),ß 11 dXA,a,l 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

resultiert dann 
32 _ £ 3 lnj/g 

dy.A 3 XA 
JR XA + ( 4 t XA) .* + L I A ' * ß ( 4 t XA) , a , ß ~ S . + ~ M K XA - XA, , j 

3 XA,a ° X A 

_ S 3 i n V*AylXa+\&+ nAa^KXA+^ {2ti-nAaXA,,-nAaßXA,ßj 
3 XA 

üÄCLß XA),ß- nA*ß XA„ = 0 . (27) 

Man kann diese Gleichung als eine der Feldtheorie angepaßte verallgemeinerte Fassung des N O E T H E R -

Theorems ansehen. 

§ 3. Zerlegung des Feldsystems in metrisches Feld und restliches Feldsystem 

Der Satz der Feldfunktionen XA bestehe aus dem Satz der metrischen Feldfunktionen g ^ und dem Satz 
der restlichen Feldfunktionen UA (große lateinische Indizes beziehen sich jetzt auf die letzteren). Bei Ver-
wendung der Abkürzungen 

G 30 / 30 \ G 30 

- - ( ä - ^ M ' 3 — (28) 3 8 VP, a \°gßV,a,ß!,ß ° a, ß 
u aß / 32 \ 32 ( 2 9 ) 

1 1 -^Za'WZZß U n '^A.a.ß ( 2 9 ) 



schreibt sich dann (27) : 
3^ s ' 

dg..., 2 
32 G 

ARguv+ „ — & « ) . « + 1 7 * f ^ - [ 4 t g.« I*] 

- | guv ^K + AR UA + ^ .« + flAaß 

G G 
o - + / j — ^ K + r i a v 2 ß ./» (30) 

-n>"ß9wF.ß+nAaA K uÄ+fiAaß (^K vA),ß-nA*ßUA,jx,ß 

- nuva9.uv,r - n"vaß9^ß,r-nAauA,x-n^e = o . 

Um bei der Differentiation nach symmetrischen Größen wie etwa g«,. oder UA,H,V eine doppelte Zählung zu 
vermeiden, haben wir dabei festgesetzt, daß die Differentiation ohne Rücksicht auf die Symmetrie auszu-
führen ist. 

Aus der Transformationsformel für Tensoren ergibt sich nun mit Hilfe von (7) 

A * . u a - - U ß & t t a , bzw. (31) 

wenn die Ua speziell Tensoren sind. Die Anwendung auf den metrischen Tensor ergibt 

-gpß&t,oL-g*M&t.ß; = - 2 g £ a , a ; 

AK\n Vg=-P.«i 4 ^ = 0 ; = (32) 

Für Feldfunktionen allgemeineren Charakters verallgemeinern wir (31) wie folgt: 

4 t U A = - U B S A B ß J * , ß , ( 3 3 ) 

wobei in den S A B ß A der geometrische Charakter der Feldgrößen zum Ausdruck kommt. Im Falle eines Ten-
sors 1. Stufe wird Qjß _ nT „ß /-Q/l\ Ja a ~~9a9a- l^J 

Formel (30) nimmt damit eine sehr umfangreiche Gestalt an, die sich einfacher schreiben läßt, wenn man 
folgende Abkürzungen verwendet: 

(35) 

= - Ü A ^ A B \ U B - F L A « A S
a

b

\,O UB - n A ° ° S A B \ U B , A - F L Ä U A , X - Nv"*9rV (36) 

- flßVa9rr - flßVaa9rr,a ~ 17'"«* 9rv,o~ 11"**" 9 o v, T , 

= _ fjAiy sABar Uß _ fj«>*r^ - f j ^ g r v , (37) 

^ - S F T ' ( 3 8 ) 

Spalten wir außerdem D a noch in zwei Anteile auf: 

= + (39) 

so ergibt sich aus (30) nach längerer Rechnung: 

{<52 9 \ 32 G 

SP u 
+ 4 t ^ + ^ f - (4RUA),a+nAaß VllUA),a,ß + f[%r\+(ZASAB\UB (40) 

3 uA 3 UA>a 

+ + g,t),« + O , r - % A U A > T - ^ gßv,T] + {93/ + £> g? + 

"f W + ZI/*",*} + F ^ W = 0 . 



Wegen der Unabhängigkeit der und deren Ableitungen sowie der ZIR-Variationen folgt daraus 

{SP 9 I 3£ G 

U f l v l ß (41) 

93/, a = ^ ^ . r + g / « T - O i T - + 8,r + gMr).a , (42) 

2 3 / = _ Wr*",* - O g ? , x (a / i ) + A = o , dlT(aßt i ) = o . (43, 44, 45) 

Die runden Klammern um die Indizes sind dabei 
die BACHschen Klammern, die die Summe über die 
Permutationen bezüglich der eingeklammerten In-
dizes bedeuten, dividiert durch die Fakultät der In-
dexzahl 

= + usw. (46) 

Gl. (42) läßt sich audi durch direktes Nachrechnen 
bestätigen 8, wenn die LAGRANGE-Dichte nicht expli-
zit von den Koordinaten abhängt und D null ist. In 
unserem allgemeineren Fall folgt dagegen durch 
Differentiation von (35) und Vergleich mit (42) 
die Bedingungsgleichung 

(3S /3af )expi .= - O . r . (47) 

Durch Differentiation von (43) und Vergleich mit 
den aus (44) und (45) resultierenden Formeln 

ß ^,a, ß, u = 0, (48) 

S B , " U „ = 0 (49) 
ergibt sich dann: 

b z w . SaB\ UB + %"gtir + S 3 " g„r) . « ( 5 1 ) 

= UÄ, r+^'g^r-

Bei M I Z K J E W I T S C H findet man, daß man die Formeln 
(48) und (49) in eine zu (50 ) analoge Form brin-
gen kann, wenn man die folgenden Ausdrücke ein-
führt: 

d t r ß a = % T ß x * + Wlrß a , (52) 

« 9 3 / x » + 2 R / » + W 1 (53) 

+ 9trß*i + 9trßX*' 

Es folgt dann nämlich: 

^ ^ - ( O g J + O , ^ ' ) , (54) 

u n d ®r
ß*\ß = - (£> ) T rr3 + © g ? + £ ) g* x a ) . 

(55) 

12 T. S. CHANG , Proc. Camb. Phil. Soc. 4 4 , 7 6 [ 1 9 4 8 ] . 

Die Gin (50 ) , (54) und (55) haben nun äußerlich 
bereits die Form von differentiellen Erhaltungssätzen. 
Wäre man von LAGRANGE-Funktionen noch höherer 
Ordnung ausgegangen, so hätten sich noch mehr 
derartige Erhaltungssätze für Momente noch höhe-
rer Ordnung ergeben7 . Mit solchen Fragen befaßt 
sich auch eine Arbeit von C H A N G 12. Während die 
Formeln (50), (54) und (55) für £> = 0 sog. „starke" 
Erhaltungssätze zum Ausdrude bringen, da das Ver-
schwinden der divergenzartigen Ausdrücke alleinige 
Folge der Symmetrie der LAGRANGE-Funktion ist, hat 
(51) die Struktur eines „schwachen" Erhaltungs-
satzes, da das Verschwinden des divergenzartigen 
Ausdrucks erst eine Folge der Erfüllung der LA-
GRANGE-Gleichungen = 0, = 0) ist. Wir gehen 
darauf später noch einmal ein. Schließlich erwähnen 
wir noch, daß die Größen „Superpotentiale" 
heißen, da sich bei invarianten LAGRANGE-Dichten 
nach (43) durch Differentiation die Größen 9 3 / 
gewinnen lassen, die mit dem Energie-Impuls-Kom-
plex eng verbunden sind. 

§ 4. Anwendung auf die Newtonsche Punkt-
mechanik 

In der NEWTONschen Punktmechanik entsprechen 
unsere Feldfunktionen den Lagekoordinaten und 
unsere Koordinatenparameter der Zeit: 

UA-> xA, (56) 

Mit diesen Korrespondenzen läßt sich die N E W T O N -

sche Mechanik nach dem eben entwickelten feldtheo-
retischen Schema behandeln: Die LAGRANGE-Funk-
tion für ein System mit nur inneren Kräften, 

S-y^m^ri - V{\ X A - X B |) , (57) 

besitzt bekanntlich gewisse Symmetrieeigenschaften 
bezüglich der Transformation 

+ + + t = t + £ (58) 

(t), b, ü, £ infinitesimale Konstanten). Die Ausfüh-



rung dieser Transformation liefert 

%(l'A, dv'A/dt') = tt(xA. d r V dl) + ^mA'rAV . 
(59) 

Durch Vergleich mit (18) finden wir 

£ > - 2 rnA r 4 Ö , 

J m ^ r ^ Ö , D - + 0 . (60) 
Wir erkennen daran, daß sich im Falle der Trans-
formation für die gleichförmige Bewegung (Schwer-
punktsatz) die Einführung des Divergenzgliedes als 
notwendig erweist 2. Die allgemeine Beziehung (40) 
nimmt jetzt Avegen der vorausgesetzten Gültigkeit 
der LAGRANGE-Gleichungen ( ^ = 0) die Gestalt an: 

(YmA *A)' = 0 (65) 

(66) 

Y ™ A r t a + Y*-? (ARxA)'+(AR£>y 
^ dtA — dxA 

(61) 

123 = 0 . 
Dabei ist 

32 
® = = Z ^ a * (62) 

= _ (T + V) = - E . 

Setzt man nun in (61) die aus (58) folgenden Re-
lationen 

= ^ + + (An r^) ' = ü + b x r ^ 
(63) 

ein. so ergibt sich wegen der Unabhängigkeit der 
Transformationsparameter: 

E = 0 (64) 
(Energiesatz aus der Zeittranslation), 

(Impulssatz aus der Lagetranslation), 

(Y mA xA X r^) ' = 0 
(Drehimpulssatz aus der räumlichen Drehung), 

= ° (67) 
(Schwerpunktsatz aus der gleichförmigen Bewegung). 

Wir haben hier dieses bekannte Ergebnis deshalb 
kurz angeführt, um zu zeigen, wie das obige allge-
meine Schema in diesem einfachen Fall funktioniert. 
Analog läßt sich auch die relativistische Mechanik 
eines Massenpunktes behandeln. 

§ 5. Energie-Komplex und Drehimpuls-Komplex 
des nichtmetrischen Feldanteils in krummlinigen 

Koordinaten 

Das schwierige Problem des Energie-Komplexes 
und Drehimpuls-Komplexes des metrischen Feldes 
soll im Rahmen unserer allgemeinen Darlegungen 
in einer folgenden Arbeit behandelt werden. Indes-
sen ist es interessant zu studieren, wie sich diese 
Problemstellung für den nichtmetrischen Feldanteil 
m i t d e r LAGRANGE-Dichte 

A = uA(Ua, Ua,*> (68) 

(griechische Indizes laufen jetzt von 1 — 4 ) im Falle 
eines abgeschlossenen Systems in krummlinigen Ko-
ordinaten untersuchen läßt *. 

Daß in (68) die ersten Ableitungen des metrischen Tensors auftreten können, erklärt sich daraus, daß 
zur kovarianten Formulierung des Spinorfeides die CHRISTOFFEL-Symbole erforderlich sind. Setzen wir als 
F e l d g l e i c h u n g d i e LAGRANGE-Gleichung 

<5"2 _ 3 "2 
ÖÜ~A ~ 3 UA 

voraus, so entsteht aus (35 ) , (36) und ( 3 7 ) : 

32 
W~ A,a', 1 

3 "2 
dU 

= 0 
A,a,ß/,a.ß 

M«Ta = "ß g* 
3"2 

~dü~ A.a 

3 "2 
dU A,a,ß/,ß 

u, 3"2 
du 

U 
A, a, ß A,ß, 

3 "2 
~ de guv'T ^ouv, a 

/ 3m2 3"2 3"2 + 

«gjI t«» = _ 3«2 
dU A, a 

3m2 
dU A,a, ß 1, ß 

UR-
3 "2 

dU 

du 

~ $AB,1T,a U[} 
A.a, a 

3«2 
A, a, o 

3 "2 
3 Ü~ 

s a b \ U n < a -
3 «2 

dU 
u 

A.a. ii 
A, r 

3 «2 

Sab\UB 

(69) 

(70) 

3"2 \ 

^Sua.a'.a 

(71) 

3"2 \ 
Ofiv, a / 

(72) 
A,X,Y 

* Aus satztechnischen Gründen wurde in dieser Arbeit der Buchstabe U an den Stellen, an denen er als vorgesetzter hoch-
gestellter Index auftritt, durch den Buchstaben u ersetzt. 



Als Dichte des „kanonischen Energie-Komplexes" wird 
m I 

H 
3"2 

du A, a 

3 «2 
dÜ~ A,a,ß',ß( 

3 " 2 3 "2 
A,ß,t 

und als Dichte des „symmetrischen Energie-Komplexes" wird 
3«2 3«S 
Oo« ua 

+ g.ur 
3 " 2 3 "2 

(73) 

(74) 

definiert. Dann ergibt sich aus (70) der Zusammen- direktes Nachrechnen zeigen kann. Aus physikali-
hang 

UXV* = + M^Ta . (75) 

Der kanonische Anteil wird also durch sym-
metrisiert (BELiNFANTEsches Symmetrisierungsver-
fahren). Wegen (43) und (49 ) gilt dann 

sym can 
a _ URG ÖL 

T ,A T ,<x • 

Die Formel (51) geht jetzt über in 
sym sym 
»<<£ a 1 Q ucrn r 

T , a 2 !IUV, T "<-

schen Gründen ist es zweckmäßig, Formel (79) in 
der Form 

= (83) 

zu schreiben, aus der durch Antisymmetrisierung 
in r und a bei Verwendung der aus (77) folgenden 
Beziehung 

(76) 

(77) 

9T" + u ^ g T a , , (84) 
entsteht 

sym J sym 
oder in anderer Schreibweise mit "7V = -

V9 
sym 

u T r a - , a = 0 . (78) 

uXaßxr- u%rßx% + uWß* — "90,cot/jT7>/} 
can sym 

= u%aß{x*g°\ß-x*g°\ß)-\ Wig^.a&ir 

- g^,oXr gn + g°\ß - " S R / v , * » (85) 
eine Formel, die an den Drehimpulssatz erinnert. 

Die Formel (77) ist sehr lehrreich, da sie zeigt, daß Außerdem kann man (85) noch die folgende Gestalt 
bereits im flachen Raum bei Verwendung krumm-
liniger Koordinaten die Energiedefinition problema-
tisch wird. 

Ähnlich sieht es mit dem Drehimpuls-Komplex in 

geben: 
sym 
uX«ß xr - uXTßx*)tß = [x? {TM,} - xr {«„}]"%"*. (86) 

Beziehen wir unsere weiteren Betrachtungen dieses 
beliebigen Koordinaten aus. Wir studieren diese Abschnitts auf den MiNKOwsKi-Raum mit M I N K O W S K I -

Problematik, indem wir von (54) ausgehen. Es ent- Koordinaten (x , y, z, ict), dann schreiben sich die 
steht entscheidenden Beziehungen ( 7 6 ) , ( 77 ) , ( 7 9 ) , (85) 

und ( 8 6 ) : « 9 f t / a ( / } = 0 , (79) 

(sym can \ 
u Z T ß - u Z T ß ) x * + uWlTß« (80) 

ist. Für eine LAGRANGE-Funktion 1. Ordnung mit 
vektoriellem Feld folgt: 

3"2 

= 0 , M £ T a > a = 0 , * % ß a , ß = 0 , ( 8 7 - 8 9 ) 

/ sym 3wp uoo ß* = ß _ TJ 
^R T %TJ A>T 3 U, 

3 " 2 
3 U ' ~ T 

Uz-grv 
3 «2 

g u v, i 

3"2 
^Say, l 

• (81) 

+ = 0 , (90) 
sym sym \ 
*ZaPzT-«&rßxJtß = 0 . (91) 

Fragt man nach der Lokalisierung von Energie, Im-
puls, Drehimpuls usw., so steht man vor der Aus-
wahl aus diesen Relationen. Diese Auswahl wird ein-

c . ,. f.. i i , . .. i T7 , j ... deutis, wenn man für das elektromagnetische Feld Speziell für das elektromagnetische l e i d mit 1 ' . . , , . . 
.- die Eichinvarianz als Auswahlprinzip postuliert, also 

- YS. HuvHf", wobei Huv = Ar,u-Au, " 
4 

Viererpotential) ist, resultiert 
Udirß2 = Ar,oH^Xf-Haß Ar, 

(A, 

(82) 

(88) und (91) als die physikalischen Erhaltungs-
sätze — verallgemeinernd auch für andere Felder — 
ansieht. 

Hätten wir gleich vom Anfang an in M I N K O W S K I -

ein merkwürdiger Ausdruck, dessen Divergenz im Koordinaten gerechnet, so hätten sich wegen ^«v — Suv 
Sinne von (79) verschwindet, wie man auch durch die Rechnungen bedeutend vereinfacht: 



Ist die LAGRANGE-Funktion translations- und § 6. Zur Identität des symmetrischen Energie-
LoRENTZ-invariant, d. h. invariant gegen die infini- Komplexes mit dem Belinfanteschen Energie-
tesimale Transformation Komplex 

£a = a0+ßorXr (ßor=-ßro), (92) Die Identität des gravitierend wirkenden sym-

so entsteht aus ( 4 0 ) wegen ( 7 4 ) metrischen und des BELiNFANTEschen Energ ie -Tensors 
/ sym \ R / sym \ kann nach M A R X 7 sehr elegant für Felder beliebigen 

a<7 V^aa — + ßar [xT \ — ( 9 3 ) geometrischen Charakters nachgewiesen werden. Lei-
1 der ist nicht, wie angegeben, diese Methode für be-_i_ «ro -I- — 0 

ar.aj—^ liebige LAGRANGE-Funktionen anwendbar, sondern 
und daraus mit Hilfe von (75) wegen der Unab- w i e es scheint nur für LAGRANGE-Funktionen l . O r d -
hängigkeit der Transformationsparameter: nung, denn die dort verwendete Beziehung 

(98) 

gilt nur in diesem Fall, wie man aus (37) und (44) 
sofort erkennt. Wir skizzieren diese Methode kurz: 
Aus (36) resultiert wegen (29) 

u a l 3«£ 3«S 
wofür man auch schreiben kann: "3J?TaA< = — - SA "tUB — gr 

can / sym 
urr (n<y 

~<Tot, a \ "^-aa - = 0 (94) 
can can 

u n d xa X.Ttxtx Xr aa>a 1 V B I v r o (95) 

- "SOc T G£ o, A = 0 , 

can can 
A,A \VOßV,A ^SVFI.A' 

(99) 
FT - xa uXTfX + M3D?TaCT - "S^aarJ.a = 0 (96) M i t d e r n e u e n Abkürzung 

[vgl. (90)]. In dieser Behandlungsweise bleibt einem § BraU (100) 
die oben durchgeführte Prozedur der Antisymmetri- dllA x 

sierung erspart. Die weiteren wichtigen Beziehungen ., . , . , . . . . 
° r o o ergibt sich durch Antisymmetrisierung daraus 

sym 
W 2 W a = 0 bzw. "Xoa,a = 0 (97) - " W * " = - W " . (101) 

und damit auch (91) ergeben sich ebenfalls aus Dadurch wurden die Ableitungen nach den ersten 
(40 ) , wenn man diese Formel so benutzt, daß man Ableitungen des metrischen Tensors beseitigt, für 
die vorgegebene LAGRANGE-Funktion als nur von den deren Bildung man den geometrischen Charakter 
nichtmetrischen Feldfunktionen abhängig ansieht. der Feldfunktionen kennen muß. 

Durch Indexvertauschung entsteht aus (101) 
uyjltxafl — "93^""* =|HCTaAI u<>ßlclßa _ «gjjf^a _j-[fc"x (102) 

Addiert man die drei Gin. (101) und (102) und beachtet ( 9 8 ) , so ergibt sich sofort das BELiNFANTEsche 
Ergebnis 

sym can 
M£T« = « £ / + £( W + W " + W * r - W r - U S « - (103) 

R O S E N F E L D hat bekanntlich diese Beziehung explizit für Tensor- und Spinorfelder abgeleitet. Wir entwickeln 
jetzt ein summarisches Verfahren, welches schnell zum Ziele führt und bei welchem die eben erwähnten 
Fälle als Spezialfälle erscheinen: Der Einfachheit halber beschränken wir uns auch auf LAGRANGE-Funktio-
nen 1. Ordnung: 

ü = uü(UA,UA,(X,g/iV,gllv>0L) = uü(UA,UA;aL,g,v). (104) 

Die kovarianten Ableitungen der Feldgrößen seien 

UA;a = UA,a-[ABa]UB, (105) 

wobei die Übertragungskoeffizienten [ABO] folgendermaßen mit den CHRISTOFFEL-Symbolen { / « } zusam-
menhängen mögen: 

[ / « ] = U ) + Glieder ohne g , v , , (106) 



Mit Hilfe von 

resultiert 

d Li g] _ y Be d {gg} __ i / y Bon nß i V Bßn „a y B oß nn\ MH7\ 
^ + ^ —A 9a) (107) 

W 2 W +
 (108) 

also ist nach (36) 
3"£ 

W ^ x T " " ' 2 
«TO _ _ S3 Ba TT , UB JJ(t — ^77 "4 T U B + 9T 3 " £ (109) 

+ 3 U c ^ c 3 u e ^ c d U c a 

Die Antimetrisierungsbedingung (98) schreibt sich dann 

" 3 ^ - [ S Ä B \ - Z A * * , } + 3 ~ - Z ^ M = 0 , ( 1 1 0 ) 

woraus durch Koeffizientenvergleich folgt 

S A B \ = Z A B % . ( I I I ) 

Mit Hilfe von (100) resultiert dann 

« a ß / a = i [ W V +Ji* x T - W « , - W « / ] , (112) 

also auch das Ergebnis (103) . 

Im Spezialfall von Spinoren ist (vgl. eine kürzlich erschienene Arbeit1 3 ) 

i L ] = i { # } O * B D OQBA,). + 4 Y A d ( n x + » r x ) . ( i i 3 ) 

Durch Vergleich von (106) mit (113) entsteht we- formationsformel für Spintensoren 

g e n ( 1 U ) o * ' d ' i y A £ A < L ' A ? < f " (119) 
S j P h = \ o X B A < f i B D , (114) 

ein, so ergibt sich 
eine für beliebige infinitesimale Koordinatentrans-
, . 8C . . , . T. , , aß'C'D' = anCD , aCD tß 
formationen von Spinoren wichtige r ormel, aus der r s >a 

man sofort abliest _i_ 1 te t ~ • rrßHD „vCF , . „ßCF 

adqs. DA/.g ( ) Die früher1 3 abgeleitete Formel 
Aus der Transformationsformel für Spinoren in be- _ßHD _ . _nCF „ß ß - C D nß -ßC D /] 9 r\\ 
liebigen Koordinaten 13 

UA' = A%,Ub (116) 
läßt daraus entstehen 

resultiert dann sofort wegen (33) für infinitesimale 
Transformationen = o " C D + £ o * C D (121) 

Ä^ = n B - i OaCA °ßdB£*,ß (117) + i « r / V F . , - * 

und A% = yBD+ 1<**CB oßCD£*,ß. (118) Im Spezialfall der inhomogenen LoRENTZ-Drehung 
folgt daraus wegen = ßay = — ßya: 

Setzt man dieses Ergebnis sowie (7) in die Trans-
i t / CD' _ QUCD ^ ( 1 2 2 ) 

1 3 E . SCHMUTZER, Z . Naturforschg. 1 5 a, 355 [1960]. wie zu erwarten war. 



§ 7. Anwendung auf das Feldsystem, bestehend aus elektromagnetischem Feld und 
nichtlinearem Spinorfeid 

D a wir uns die Fre ihe i t krummliniger K o o r d i n a t e n lassen wollen, arbeiten wir im allgemeinen S p i n o r -

kalkül 1 3 . Das nichtlineare Spinorfeid, beschrieben durch die beiden Spinoren I^A und yA, sei vom H E I S E N -

BERGschen T y p 1 4 , so daß wir f ü r die LAGRANGE-Funktion des Fe ldsys tems schreiben können: 

s = C iVÄ <y"ÄB Vb-, - VA °"ABVB-,+ Xä < 4 X ä B X * - , » (123) 

Man beachte, daß die allgemein-kovariante Formulierung der LAGRANGE-Dichte automatisch die Mitberück-
sichtigung der Wechselwirkung des Spinorfeides mit dem elektromagnetischen Feld in eichinvarianter Form 
impliziert. Bei Verwendung der Ausdrücke für die kovarianten Spinorableitungen 13 

= v b . „ - £ K r s ~ yjD(iy + ivBr,,, xB-,„ = x*m+ trc AxB + XD{A} - i x B r ( 1 2 4 ) 

ergeben sich folgende Beziehungen 
as_ = yghc 

d ipÄ i 
as 

ipc<J> 

CT 

hc 

. dN 
hc 

,P C A 

°XA,n 1 

- B X B - ; 7 f <TCI A , + X c 0*CÄ { / „ } - * Z C AFTCÄ r t 

dwÄ,n i 

dß = yghc 
d XA i 

= - 2 eyj(o*Ä*y>Äy>B+ o<<ÄB yA X*) = » ; 

so daß nach (69) die folgenden Feldgleichungen resultieren: 
-.Hi B ... , I D N _ 0 NFT . V B _ ° + 2 dwA ~ 1 a b X 

dwA 

. dN 
i -

dyA 

(125) 

dN = 0 , Hfll'.v = jpjc . (126) 
' V i 2 dy/ 

Mit ihrer Hilfe kann man der LAGRANGE-Funktion (123) für die tatsächliche Bewegung eine interessante 
Gestalt geben: 

Qact _ hc dN dN dN 
drpI^^JVA V Ä + d y A X 

dAT_ 
dxA 

_ \g H 4 (127) 

Energie- Tensor 

Der symmetrische Energie-Tensor errechnet sich nach ( 1 0 3 ) . Der Einfachheit halber beziehen wir die 
folgenden Berechnungen auf MiNKOwsKi-Koordinaten. Der Ausdrude (100) nimmt dann wegen (34) und 
(114) die Gestalt an: 

:HAr« = l as 
d WA,?. 

_A . -RC B a CA a WB "äväT a C A ° + TCBXB 

ag 
d xA,?. 

(128) 

y*CAoTcBXB 
as 

dA A*. 
x, A 

Setzt man nun die Ergebnisse (125) ein, so findet man nach (112) bei Benutzung von (120) 

GXITXAOJ** V D V B - ^XD B X ° X ^ + HR A A = - . 

Damit entsteht dann nach (112) 
A a — ĤatAr • 

(129) 

(130) 

Aus (103) resultiert damit bei Benutzung von (73) 
as as v Ä 

a y>A, 

sym 3 Q 

d w Ä , 1 dxÄ.*n " dxA.a 

1 4 H . - P . D Ü R R , W . HEISENBERG, H . M I T T E R , S . SCHLIEDER U . K . Y A M A Z A K I . Z . Naturforschg. 1 4 a, 4 4 1 [ 1 9 5 9 ] . 

as as 
x* .r + / f - r 4 , r + - r r ~ A 9 t T - 2 dT% + • ( i 3 i ) a '/A „ 0 a 



Mit Hilfe von (125) und (129) folgt daraus 
hc 

2 x a = ^ iVÖ V«CÄ V>A; t - VC VÄ-T + f O« CA ZA;r ~ f ^iCA Xf"; r] CA (132) 
hc 

± ~ e « r , « { < J » D B V D VB-<y*DBXD ZBU + Htq Haa - <5rot S«* 

Durch Symmetrisierung ergibt sich daraus das gesuchte Resultat: 

= Y 7 {a"CA V Ä ' T + G t ° A ~ {aaCA V i ; r + + X° {°xCA ; r + ^rCi Z ^ a } 

Außerdem resultiert durch Vergleich von (132) und (133) die Beziehung 

± * e « T » A < J * D B V d V B - <*XDBXD XBlv = Vc {of* YU;« ~ A 1fA;r} 

HreHQ%-ÖT0L«act. (133) 

(134) 

VC {<*TCA VA; IX - G*CÄ VÄ-r} + X° {<?TCÄ Z ^ a ~ CA XA; t} ~ X° {°r CA Z ^ a ~ <?*CA XA ; r} • 

Im Spinorformalismus ist es möglich, die Spinor-
feldgleichungen nach den Ableitungen der Feldfunk-
tionen teilweise aufzulösen. Man erhält so z. B. 

i ,, oh n n t i BN 

(134 a) 
V>A; a = ± 

X ;a - ± „ H rrQDA f J - . VB _ 
^a e^ a DB X 

BN 
2 ~a 8*" ~ 2 d x D a 

Nach einer längeren Rechnung folgt aus (134) 

{(*TCA O*DA~ OR, CA 
DA) 

+ { o r C Ä 

BN 
Bifi) Vc 

BN £ 
— " X dxc 

aa DA ~~ °a 
BN 

CA OtDÄ) ( 1 3 4 b ) 

By>D Vc 
BN D 
Bxc X 0 . 

Eichinvarianz 

Wir begnügen uns mit der Untersuchung der Eich-
Phasen-Invarianz im Rahmen der vorliegenden Theo-
rie. Wie sich im Spinorformalismus die T O U S C H E K -

Transformation behandeln läßt, soll in einer spä-
teren Arbeit ausführlich dargestellt werden. Um 
die gewünschten Konsequenzen aus der Eich-Trans-
formation zu ziehen, brauchen wir nur in (41) ein-
zusetzen: Bei Beachtung der folgenden Zusammen-
hänge 

WA = WA ei4>, AR WA = i ®VA , 

ARX?I= - i&XA> (135) ,'A 
XA 

A'ß = Au + h c Ar AU =
 h c 0,u , 

wobei 0 reell ist, resultiert aus (41) bei Verwen-
dung von (125) die Beziehung 

1 0 f 0 (136) 

+ H««0!^ + -f>OL0 = 0 , 

aus der man sofort den Erhaltungssatz der elektri-
schen Ladung in Form der Kontinuitätsgleichung 

/ '% = 0 (137) 

abliest. Daraus ergibt sich weiterhin bei Verwendung 
der Feldgleichungen (126) : 

BN 
B WB 

BN 
3 Vi 

BN 
B/J X' 

BN 
Bz* 

z ß = o , 
(138) 

eine Bedingung, die die Größe N zu erfüllen hat. 
Im Falle der DiRAC-Theorie ist 

N = - 2 m0 c 
(VÄ XA + VA XA) (139) 

Gl. (134 b) und (138) sind tatsächlich befriedigt. 
Wegen der Identität 

w r.u 7s w=2 i IVA VB <V4 3 -XA Xb B\ 

resultiert für die H E I S E N B E R G S « ^ Theorie 

N = + | ( v y , y 5 y ) 2 (140) 

= ± 2 / 5 (VA VB o a b - r4' XB B? • 

Auch in diesem Fall sind die Gin. (134 b) und (138) 
erfüllt. 


